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Abstract
Let T be a linear bounded cyclic operator in a separable complex Hilbert space H: Let BðTÞ
and BaðTÞ denote, respectively, the set of bounded point evaluation and the set of analytic
point evaluation of T : We show that if T has the Bishop property ðbÞ; then BaðTÞ ¼
BðTÞ\sapðTÞ; where sapðTÞ is the approximate spectrum of T : In the particular case when T is
an operator of multiplication by z in a Hardy space this was proved by Trent (Paciﬁc J. Math.
80 (1979) 279). On the other hand, using the generalized and the local spectral theory we
obtain sufﬁcient conditions on BaðTÞ under which the spectrum of T and the local spectrum of
T at any ya0 in H coincide. At the end results involving the spectral picture of quasi-similar
cyclic operators are given.
r 2003 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction
Dans ce travail H de´signera un espace de Hilbert complexe, se´parable et LðHÞ
l’alge`bre des ope´rateurs line´aires continus de H dans lui-meˆme. Pour TALðHÞ on
notera T; NðTÞ; RðTÞ; sðTÞ et spðTÞ respectivement l’ope´rateur adjoint, le noyau,
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l’image, le spectre et spectre ponctuel de T : Le spectre approximatif de T sera note´
sapðTÞ:
Pour un sous-ensemble E de H; on notera spanfEg; l’adhe´rance du sous-espace
engendre´ par E:
Un ope´rateur TALðHÞ est dit cyclique s’il existe xAH; appele´ vecteur cyclique
pour T ; tel que spanfTnx; nX0g soit e´gale a` H (voir [5,10,25]).
On dira que lAC est un point d’e´valuation borne´e de T s’il existe M40 tel que
jPðlÞjpMjjPðTÞxjj pour tout polyn #ome P: ð1:1Þ
L’ensemble des points d’e´valuation borne´e de T sera note´ BðTÞ: Si lABðTÞ; la
fonctionnelle PðTÞx/PðlÞ se prolonge en une forme line´aire continue sur H et
d’apre`s le The´ore`me de repre´sentation de Riesz, il existe un unique vecteur kðlÞAH
tel que
/PðTÞx; kðlÞS ¼ PðlÞ pour tout polyn #ome P: ð1:2Þ
En particulier, /x; kðlÞS ¼ 1 et /ðT  lÞPðTÞx; kðlÞS ¼ 0 pour tout polynoˆme,
ce qui donne, puisque T est cyclique, lAspðTÞ et kðlÞ vecteur propre associe´ a` l
(ou` l de´signe le nombre complexe conjugue´ de l).
Re´ciproquement, soit lAspðTÞ et kðlÞa0 un vecteur propre associe´ a` l: Alors
/x; kðlÞSa0: ð1:3Þ
En effet, pour tout polynoˆme P on a /PðTÞx; kðlÞS ¼ PðlÞ/x; kðlÞS: Donc si
/x; kðlÞS ¼ 0; alors par la densite´ de l’ensemble fPðTÞx; P polyn #omeg dans H;
kðlÞ ¼ 0: Contradiction puisque kðlÞa0: Maintenant, quitte a` multiplier par un
scalaire on peut supposer /x; kðlÞS ¼ 1: Alors (1.2) est satisfaite et donc lABðTÞ:
Par conse´quent, BðTÞ ¼ spðTÞ:
On dira que lAC est un point d’e´valuation analytique de T si lAintðBðTÞÞ
(l’interieur de BðTÞ) et si pour tout yAH; l’application yˆ : z//y; kðzÞS est
analytique en l: L’ensemble des points d’e´valuation borne´e analytiques sera note´
BaðTÞ:
Dans toute la suite on notera pour l0AC et d40; Dðl0; dÞ ¼ flAC; jl l0jodg;
le disque ouvert de centre l0 et de rayon d40:
Notons que si T ¼ Mz l’ope´rateur de multiplication par z dans l’espace de Hardy
H2ðmÞ (l’adhe´rence des polynoˆmes dans L2ðmÞ) ou` m est une mesure de Borel ﬁnie,
positive a` support compact dans Dð0; 1Þ (l’adhe´rence de Dð0; 1Þ), alors Trent [28],
(voir aussi [10, p. 64]) a montre´ que
BaðTÞ ¼ sðTÞ\sapðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞ ð1:4Þ
Dans [30], Williams montre que l’inclusion, BðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ est vraie pour un
ope´rateur cyclique arbitraire. (Voir aussi [10,28]) et pose la question si (1.4) a lieu
pour un ope´rateur cyclique quelconque?
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Dans ce travail on s’interesse a` l’e´galite´ (1.4) dans le cadre des ope´rateurs
cycliques. En ge´ne´ral l’e´galite´ (1.4) n’est pas satisfaite comme le montre l’exemple 1.
(voir aussi [6]). Par contre dans le cas des ope´rateurs hyponormaux cycliques l’e´galite´
(1.4) est satisfaite (voir [7]).
Soit O un ouvert de C et soitHðO; HÞ ¼ ff :O-H analytique dans Ogmuni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de O:
On dira que TALðHÞ satisfait la proprie´te´ de l’extension unique (SVEP) dans
l’ouvert UDC si pour tout ouvert O inclu dans U et fAHðO; HÞ; l’e´quation ðT 
zÞf ðzÞ ¼ 0; ðzAOÞ implique f 	 0 dans O: Si T admet la SVEP dans les ouverts U1 et
U2; alors T admet la SVEP dans la reunion U1,U2: Il re´sulte alors que pour tout
TALðHÞ; il existe un plus grand ensemble dans lequel T admet la SVEP. Cet
ensemble sera note´ AðTÞ: L’ensemble ST ¼ C\AðTÞ est le spectre re´siduel analytique
(voir [29, Chapitre 4]). Si AðTÞ ¼ C on dira alors que T admet la SVEP (voir [9,17,29]).
On dira que T posse`de la proprie´te´ de Bishop ðbÞ (ou simplement la proprie´te´ ðbÞ)
dans l’ouvert UDC si pour tout ouvert O inclu dans U et pour toute suite
fnAHðO; HÞ tel que ðT  zÞfnðzÞ-0 dans HðO; HÞ; alors fnðzÞ-0 dans HðO; HÞ:
On notera bðTÞ le plus grand ensemble dans lequel T admet la proprie´te´ ðbÞ et sbðTÞ
son complementaire dans C: Finalement on dira que T admet la proprie´te´ ðbÞ si
bðTÞ ¼ C (voir [9,17,29]).
Une caracterisation des ope´rateurs ayant la proprie´te´ ðbÞ a e´te´ donne´e par
Albrecht et Eschmeier dans [4]. Plus pre´cisement, un ope´rateur admet ðbÞ si et
seulement si il admet une extension de´composable. En particulier la classe des
ope´rateurs ayant la proprie´te´ ðbÞ contient celle des ope´rateurs, normaux, sous-
normaux et plus ge´ne´ralement les ope´rateurs decomposables (voir [9,17]). Les
ope´rateurs hyponormaux et p-hyponormaux ont ðbÞ voir [11,22] pour plus de
pre´cision.
Dans la Section 2, on s’interesse aux relations entre les points d’e´valuation borne´e
et le spectre ge´ne´ralise´, sgðTÞ: Notamment nous montrons que pour tout ope´rateur
T cyclique on a l’inclusion (voir Proposition 2.2)
BðTÞ\sgðTÞDBaðTÞ: ð1:5Þ
D’autre part, si on note sfðTÞ ¼ flAC : RðT  lÞ n’est pas ferme´g alors nous
e´tablissons l’e´galite´ suivante (voir The´ore`me 2.3)
BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ\sfðTÞ:
Comme conse´quence nous obtenons le re´sultat suivant
BaðTÞ ¼ BðTÞ\sgðTÞ 3 BaðTÞ-sfðTÞ ¼ |:
Dans la Section 3 (The´ore`me 3.1) on montre que si un ope´rateur cyclique T admet
la proprie´te´ ðbÞ alors l’e´galite´ (1.4) est satisfaite. Plus ge´ne´ralement nous montrons
que si un ope´rateur T est cyclique alors
BaðTÞ\sbðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞ ¼ sðTÞ\sapðTÞ: ð1:6Þ
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La Section 4 est consacre´e a` l’e´tude du spectre local et ses liens avec les points
d’e´valuation borne´e. Nous donnons des conditions ne´ce´ssaires et sufﬁsantes, en
terme de spectre local, pour que spanfkðlÞ; lAGg ¼ H; ou` G est un ouvert connexe
de BaðTÞ (voir Corollaire 4.5 et The´ore`me 4.7). Nous donnons aussi (voir Corollaire
4.6) une condition sufﬁsante sur BaðTÞ pour que
sðTÞ ¼ sTðyÞ pour tout ya0:
Dans la Section 5, on s’inte´resse au tableau spectral des ope´rateurs cycliques
quasi-similaires.
2. Spectre ge´ne´ralise´ et points d’e´valuation
Notons par regðTÞ; l’ensemble re´gulier de T ; de´ﬁni par
regðTÞ :¼flAC; il existe Ul un voisinage de l et une fonction
Rð:Þ : Ul-BðHÞ; analytique et tel que pour tout zAUl;
ðT  zIÞRðzÞðT  zIÞ ¼ ðT  zIÞg:
La fonction Rð:Þ est dite re´solvant ge´ne´ralise´ de T dans Ul: Elle joue le roˆle de la
re´solvante habituelle.
Le The´ore`me 2.6 [18], montre que
0AregðTÞ 3 RðTÞ est ferm!e et NðTnÞDRðTÞ; 8nX0: ð2:1Þ
Le spectre ge´ne´ralise´ de T ; note´ sgðTÞ; est le complementaire de regðTÞ dans C:
Notons que sgðTÞ est un compact non vide de C et on a les inclusions suivantes
@sðTÞDsgðTÞDsapðTÞDsðTÞ
ou` @sðTÞ de´note la frontie`re de sðTÞ: D’autre part si f est une fonction analytique
au voisinage de sðTÞ alors f ðsgðTÞÞ ¼ sgðf ðTÞÞ: Une e´tude de´taille´e de la the´orie
spectrale ge´ne´ralise´e a e´te´ re´alise´e dans [18,19,21].
Proposition 2.1. Soit TALðHÞ; cyclique et soit G une composante connexe de regðTÞ
alors
G-BðTÞa|) GDBaðTÞDBðTÞ:
De´monstration. Puisque GDregðTÞ; il existe localement dans G des pro-
jections analytiques sur NðT  lIÞ et RðT  lIÞ: Par [26, The´ore`me 2], il
existe globalement dans G des projections analytiques sur NðT  lIÞ et
RðT  lIÞ: Maintenant, en utilisant les arguments de la preuve de [16], Proposition
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1.4, on montre qu’il existe Rð:Þ; re´solvant ge´ne´ralise´ analytique dans G: Posons
QðzÞ ¼ ½ðT  zÞRðzÞ pour zAG: Supposons que 0AG-BðTÞ et soit kð0ÞANðTÞ
un vecteur propre associe´ a` 0.
Pour zAfmAG;/x; ðI  QðmÞÞkð0ÞSa0g de´ﬁnissons kðzÞ par kðzÞ ¼
ðIQðzÞÞkð0Þ
/x;ðIQðzÞÞkð0ÞS: Alors kðzÞANðT  zIÞ et pour tout yAH; l’application
yˆ : z//y; kðzÞS est analytique et ve´riﬁe xˆ ðzÞ ¼ /x; kðzÞS ¼ 1:
En particulier fmAG; /x; ðI  QðmÞÞkð0ÞSa0gDBaðTÞ: Comme la fonction
analytique z//x; ðI  QðzÞÞkð0ÞS n’est pas identiquement nulle, l’ensemble
fmAG;/x; ðI  QðmÞÞkð0ÞS ¼ 0g ne contient que des points isole´s. Or, les
composantes connexes de BaðTÞ sont simplement connexes, (voir [14,10, p. 66]), il
re´sulte alors que GDBaðTÞ: &
Proposition 2.2. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique. Alors
(1) BðTÞ\sgðTÞ est un ouvert inclu dans BaðTÞ:
(2) sðTÞ\sapðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ:
De´monstration. L’afﬁrmation (1) est une conse´quence directe de la Proposition 2.1.
(2) L’inclusion BðTÞ\sapðTÞDsðTÞ\sapðTÞ e´tant e´vidente ðBðTÞDsðTÞÞ;
montrons l’autre inclusion. Soit l0AsðTÞ\sapðTÞ: Alors T  l0I est injectif a`
image ferme´e et non inversible. Donc RðT  l0IÞaH: Par conse´quent
NðT  l0IÞaf0g et donc l0ABðTÞ: La dernie`re inclusion se de´duit de 1), puisque
sgðTÞDsapðTÞ: &
Remarque. Par la Proposition 2.2, on voit facilement que si BðTÞ\sapðTÞ ¼ BaðTÞ
alors BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ: La re´ciproque de cette implication n’est pas vraie en
ge´ne´ral (voir Exemple 1 c) qui suit). Une question se pose alors, a-t-on pour tout
ope´rateur T cyclique, BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ?
La re´ponse a` cette question est ne´gative en ge´ne´ral, comme le montre l’Exemple 1
a. Par conse´quent le meˆme exemple montre que l’e´galite´ (1.4) n’est pas satisfaite en
ge´ne´ral.
La Proposition 2.1 sugge`re la question suivante, si GDregðTÞ-BaðTÞ une
composante connexe de regðTÞ; a-t-on G composante connexe de BaðTÞ?
La re´ponse a` cette question est aussi ne´gative en ge´ne´ral, comme le montre
l’Exemple 1 a.
Exemple 1. Soit H2ðDð0; 1ÞÞ l’espace de Hardy et soit S l’ope´rateur shift uni-
late´ral. Soit H ¼ H2ðDð0; 1ÞÞ"H2ðDð0; 1ÞÞ: Pour 0ab; aAC; on de´ﬁnit l’ope´rateur
Ta;b ¼ S"ðaI þ bSÞALðHÞ: Alors Ta;b est cyclique si jaj þ jbj41 (voir [14,
Exemple 1]).
D’autre part, il est facile de ve´riﬁer les e´galite´s suivantes.
(i) sðTa;bÞ ¼ Dð0; 1Þ,Dða; jbjÞ;
(ii) sapðTa;bÞ ¼ @Dð0; 1Þ,Dða; jbjÞ;
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(iii) sgðTa;bÞ ¼ @Dð0; 1Þ,@Dða; jbjÞ;
(iv) BðTÞ ¼ BaðTa;bÞ ¼ Dð0; 1Þ:
(a) Soit T ¼ T1;1 alors T est cyclique et on a, BðTÞ\sapðTÞCBðTÞ\sgðTÞCBaðTÞ
et les deux inclusions sont strictes. Par conse´quent l’e´galite´ (1.4) n’est pas satisfaite
pour cet exemple.
(b) Soit T ¼ T2;1 alors T est cyclique et on a, sgðTÞ est inclu strictement dans
sapðTÞ et comme BðTÞ-sapðTÞ ¼ BðTÞ-sgðTÞ ¼ |; on a BðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞ ¼
BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ:
(c) Soit T ¼ T1;2 alors T est cyclique et on a, BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ; par contre
BðTÞ\sapðTÞ ¼ |aBaðTÞ:
Pour TALðHÞ; notons sfðTÞ ¼ flAC :RðT  lÞ n’est pas ferme´g alors
sfðTÞDsgðTÞ:
The´ore`me 2.3. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique, alors
BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ\sfðTÞ:
De´monstration. Comme sfðTÞDsgðTÞ; l’inclusion BðTÞ\sgðTÞDBaðTÞ\sfðTÞ se
de´duit directement de 1) de la Proposition 2.2. Montrons l’autre
inclusion. Supposons que 0ABaðTÞ et RðTÞ est ferme´, montrons alors
que 0esgðTÞ: Notons d’abord que T est semi-Fredholm. Comme l’ensemble
des ope´rateurs semi-Fredholm est un ouvert de LðHÞ; il existe d40 tel que T  lI
est semi-Fredholm pour tout jljod: En particulier RðT  lIÞ est ferme´ pour
tout jljod:
D’autre part, BaðTÞ e´tant ouvert, il existe a40 tel que pour tout jljoa; il
existe kðlÞANðT  lIÞ satisfaisant yˆ ðlÞ ¼ /y; kðlÞS analytique dans Dð0; aÞ
pour tout yAH: Soit maintenant x un vecteur cyclique de T : On peut
supposer /x; kðlÞS ¼ 1 pour tout lADð0; aÞ (voir (1.3)). Posons SðlÞy ¼
/y; kðlÞSx pour yAH et jljoa: Alors SðlÞ est une projection sur le sous-
espace engendre´ par x; analytique dans jljoa: Il est facile de voir que
NðSðlÞÞ ¼ RðT  lIÞ pour tout jljominfd; ag: Soit QðlÞ ¼ I  SðlÞ
pour jljominfd; ag: Alors QðlÞ est une projection sur RðT  lIÞ: D’autre part
on a, pour tout la0 et pour tout nX0; NðTnÞDRðT  lIÞ: Soit maintenant
yANðTnÞ alors y ¼ QðlÞy pour tout 0ojljominfd; ag: D’ou`, par passage a` la
limite quand l tend vers ze´ro, y ¼ Qð0ÞyARðTÞ (QðlÞ e´tant analytique et RðTÞ
ferme´). Par conse´quent, NðTnÞDRðTÞ pour tout nX0: Le The´ore`me 2.6 [18], voir
(2.1), permet alors de conclure que 0esgðTÞ ce qui ache`ve la de´monstration du
The´ore`me. &
Le re´sultat suivant est une conse´quence directe du The´ore`me pre´ce´dent.
Corollaire 2.4. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique, alors
BðTÞ\sgðTÞ ¼ BaðTÞ 3 BaðTÞ-sfðTÞ ¼ |:
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Notons rapðTÞ ¼ C\sapðTÞ: La proposition suivante sera utile dans la Section 3
(voir aussi [3]).
Proposition 2.5. Soit TALðHÞ; alors
rapðTÞ ¼ bðTÞ-regðTÞ ¼ AðTÞ-regðTÞ:
De´monstration. Les inclusions, C\sapðTÞDbðTÞ-regðTÞDAðTÞ-regðTÞ; sont
faciles a` ve´riﬁer. Pour e´tablir la double e´galite´s, montrons que
AðTÞ-regðTÞDC\sapðTÞ: Supposons pour simpliﬁer que l ¼ 0 appartient a` l’ouvert
AðTÞ-regðTÞ; alors il existe d40 tel que Dð0; dÞDAðTÞ-regðTÞ: Soit
Rð:Þ : Dð0; dÞ-LðHÞ analytique ve´riﬁant pour tout zADð0; dÞ;
ðT  zIÞRðzÞðT  zIÞ ¼ T  zI :
D’ou` pour tout yAH;
ðT  zIÞ½I  RðzÞðT  zIÞy ¼ 0:
Maintenant, Dð0; dÞDAðTÞ implique que ½I  RðzÞðT  zIÞy ¼ 0: Par conse´quent
RðzÞðT  zIÞ ¼ I pour tout zADð0; dÞ et donc 0AC\sapðTÞ: &
Corollaire 2.6. Soit TALðHÞ posse´dant la S.V.E.P, alors
sgðTÞ ¼ sapðTÞ:
3. Proprie´te´ ðbÞ et points d’e´valuation
Le re´sultat principale de cette section est le The´ore`me suivant.
The´ore`me 3.1. Si TALðHÞ est cyclique satisfaisant la proprie´te´ de Bishop ðbÞ; alors
BaðTÞ ¼BðTÞ\sapðTÞ
¼ sðTÞ\sapðTÞ:
Nous donnons d’abord une version locale du The´ore`me 3.1
The´ore`me 3.2. Soit TALðHÞ cyclique, alors
BaðTÞ\sbðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞ:
De´monstration. D’apre`s la remarque qui suit la Proposition 2.2 on a
BðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ: D’ou` BðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ\sapðTÞ et puisque sbðTÞDsapðTÞ;
on de´duit l’inclusion BðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ\sbðTÞ:
Montrons que BaðTÞ\sbðTÞDBðTÞ\sapðTÞ: Supposons que 0ABaðTÞ\sbðTÞ et
montrons que 0esapðTÞ: Soit kðlÞANððT  lÞÞ une fonction non nulle dans un
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voisinage de ze´ro et tel que la fonction z//y; kðzÞS soit analytique en ze´ro pour
tout yAH:
Montrons dans une premie`re e´tape que RðTÞ est ferme´. Soit yAH; l’ope´rateur
T e´tant cyclique, il existe une suite de polynoˆme Pn telle que y ¼ limn-N PnðTÞx:
Posons yn la suite de fonctions analytiques de´ﬁnies dans un voisinage de ze´ro
ð0ABaðTÞÞ par
ynðlÞ :¼ PnðTÞx /PnðTÞx; kðlÞSx:
Alors limn-NynðlÞ ¼ y /y; kðlÞSx: D’autre part,
ynðlÞ ¼ PnðTÞx  PnðlÞx ¼ ðPnðTÞ  PnðlÞÞx ¼ ðT  lIÞQnðT ; lÞx;
comme, l/QnðT ; lÞx est analytique et 0AbðTÞ on a
y /y; kðlÞSx ¼ lim
n-N
ðT  lÞQnðT ; lÞxARðT  lIÞ:
Donc pour l ¼ 0; on obtient
y ¼ /y; kð0ÞSx þ Tu avec uAH:
D’ou` codimðRðTÞÞp1 et puisque NðTÞaf0g ð0ABðTÞÞ; on a codimðRðTÞÞ ¼ 1:
En particulier, RðTÞ est ferme´. D’ou` par le The´ore`me 2.3 on obtient,
0ABaðTÞ\sfðTÞ ¼ BðTÞ\sgðTÞ: Il re´sulte alors que 0AbðTÞ-regðTÞ: Maintenant,
en utilisant la Proposition 2.5, on obtient 0esapðTÞ et le The´ore`me est
de´montre´. &
De´monstration du The´ore`me 3.1. La premie`re e´galite´ se de´duit directement du
The´ore`me 3.2, puisque par hypothe`se sbðTÞ ¼ |: Pour la deuxie`me e´galite´ voir la
Proposition 2.2. &
Remarque. Puisque les ope´rateurs hyponormaux satisfont la proprie´te´ de Bishop ðbÞ
(voir [22]), le The´ore`me 2.1 du [7] est une conse´quence directe du The´ore`me 3.1.
Corollaire 3.3. Soit TALðHÞ cyclique sans valeurs propres, alors
BaðTÞ\sbðTÞ ¼ sðTÞ\seðTÞ ¼ sðTÞ\sfðTÞ;
ou` seðTÞ de´signe le spectre essentiel de T :
De´monstration. Il est facile de voir que T cyclique sans valeurs propres implique
que sapðTÞ ¼ seðTÞ ¼ sfðTÞ: D’ou`, en utilisant la Proposition 2.2, on trouve
BðTÞ\sapðTÞ ¼ sðTÞ\seðTÞ ¼ sðTÞ\sfðTÞ: Maintenant le The´ore`me 3.2 permet alors
de conclure. &
Corollaire 3.4 (Yang [31, The´ore`me 3.1]). Soit TALðHÞ cyclique sans valeurs
propres satisfaisant la proprie´te´ de Bishop ðbÞ; alors
BaðTÞ ¼ sðTÞ\seðTÞ:
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4. Spectre local et points d’e´valuation
Pour TALðHÞ et yAH; on de´ﬁnit l’ensemble rTðyÞ le re´solvent local de T
en y par, lArT ðyÞ s’il existe un voisinage V de l et y˜AHðV ; HÞ satisfaisant
ðT  mÞy˜ðmÞ ¼ y pour mAV :
L’ensemble sTðyÞ ¼ C\rTðyÞ est le spectre local de T en y (voir [9,17,20,29]).
Dans [20] on trouve des re´sultats qui montrent le lien entre le spectre local et le
spectre ge´ne´ralise´. Plus pre´cisement si TALðHÞ et yAH et si G est une composante
connexe de regðTÞ; alors le The´ore`me 1.1 [20] montre que
GDrTðyÞ 3 yA
\
lAG
RðT  lIÞ; ð4:1Þ
et le Corollaire 1.3 [20] montre que
rTðyÞ-Ga|) GDrTðyÞ: ð4:2Þ
Remarque. (1) Puisque sT ðyÞ est ferme´, il re´sulte directement de (4.2) que
sTðyÞ-Ga|) %GDsTðyÞ: ð4:3Þ
(2) Si TALðHÞ et yAH alors
@sT ðyÞDsgðTÞ:
En effet si y ¼ 0 l’inclusion est triviale supposons donc que ya0 et
l0A@sTðyÞ-regðTÞa|: Soit G la composante connexe de regðTÞ contenant l0:
Alors rTðyÞ-Ga|: D’ou`, d’apre`s (4.2), GDrTðyÞ et donc sTðyÞ-G ¼ |: Contra-
diction car |a@sTðyÞ-GDsTðyÞ-G: &
The´ore`me 4.1. Soit T un ope´rateur cyclique et soit G une composante connexe de
regðTÞ: Supposons que sTðyÞ-Ga| pour tout yAH non nul. Alors
(1) GDBaðTÞ;
(2) spanfkðlÞ; lAGg ¼ H:
De´monstration. Remarquons d’abord que l’hypothe`se sTðyÞ-Ga| pour tout ya0
et l’e´quivalence (4.1) impliquent que\
lAG
RðT  lIÞ ¼ f0g: ð4:4Þ
Pour montrer (1), il sufﬁt de montrer que BðTÞ-Ga| et appliquer la Proposition
2.1. Supposons donc que BðTÞ-G ¼ |: Alors pour tout lAG; NðT  lIÞ ¼ f0g:
D’ou` RðT  lIÞ ¼ H pour tout lAG: Contradiction avec (4.4).
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(2) se de´duit de (4.4). En effet
spanfkðlÞ; lAGg ¼ spanfNðT  lÞ; lAGg
¼ spanfRðT  lÞ>; lAGg
¼
\
lAG
RðT  lIÞ
" #>
¼ f0g> ¼ H: &
Proposition 4.2. Sous les hypotheses du The´ore`me 4.1, on a
(1) spðTÞ est vide;
(2) sT ðyÞ est connexe pour tout yAH;
(3) sðTÞ est connexe.
De´monstration. (1) Soit lAspðTÞ et yAH un vecteur propre associe´ et soit f ðmÞ ¼
y
lm; de´ﬁnie dans C\flg; alors f est analytique et ðT  mÞf ðmÞ ¼ y pour tout mAC\flg:
Donc sTðyÞDflg: Ce qui contredit l’hypothe`se GDsTðyÞ (voir (4.3)).
(2) Si sTðyÞ ¼ s1,s2; une re´union disjointe de sT ðyÞ; alors il existe y1; y2AH
tel que y ¼ y1 þ y2; sTðy1ÞDs1 et sT ðy2ÞDs2: Or, par hypothe`se et (4.3),
GDsT ðy1Þ-sT ðy2ÞDs1-s2: Contradiction, puisque s1-s2 ¼ |:
(3) D’apre`s (1), T a la SVEP: Par conse´quent, sðTÞ ¼ SyAH sTðyÞ (voir [17,
Propositon 1.3.2]). Maintenant (2) permet de conclure, puisque une re´union de
connexe dont l’intersection est non vide et necessairement connexe. &
Exemple 2. Soit H un espace de Hilbert et soit ðenÞnX0 une base orthonormale de
H et o :¼ ðonÞnX0 une suite de re´els positifs borne´s. Le shift unilate´ral a` poids
So est de´ﬁni par Soen ¼ onenþ1: Alors So est un ope´rateur cyclique borne´, de vecteur
cyclique e0; en plus jjSnojj ¼ supkX0 ok?okþn1: D’ou` rðSoÞ le rayon spectral de
So est donne´ par rðSoÞ ¼ lim supn-þNo0ðsupkX0 okþn1Þ
1
n: Notons par, r1ðSoÞ ¼
limn-þN½infkX0ðok?okþn1Þ
1
n: Alors (voir [13,17,25])
(i) le spectre de So est donne´ par:
sðSoÞ ¼ fzAC : jzjprðSoÞg;
(ii) le spectre approximatif de So est la couronne
sapðSoÞ ¼ fzAC; r1ðSoÞpjzjprðSoÞg:
Supposons que r1ðSoÞ40 et soit G :¼ fzAC; jzjor1ðSoÞg alors
GDC\sapðSoÞDregðSoÞ est une composante connexe de regðSoÞ:
Puisque
T
nX0 RðSnoÞ ¼ f0g; 0AsSoðyÞ pour tout yAH non nul. D’ou`
sSoðyÞ-Ga| pour tout yAH non nul. Par le The´ore`me 4.1, on obtient
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(iii) GCBaðSoÞ;
(iv) spanfkðlÞ; lAGg ¼ H:
Dans cet exemple, il est facile de ve´riﬁer que kðlÞ ¼PnX0 lno2
0
o1?on1
en; lAG:
Suposons que T satisfait la proprie´te´ ðbÞ; alors BaðTÞ ¼ BðTÞ\sapðTÞ ¼
sðTÞ\sapðTÞ ¼ sðTÞ\sgðTÞ (voir The´ore`me 3.1). En particulier les composantes
connexes de sðTÞ\sgðTÞ sont exactement les composantes connexes de BaðTÞ: D’ou`
il re´sulte directement du The´ore`me 4.1 le corollaire suivant
Corollaire 4.3. Soit T un ope´rateur cyclique ayant la proprie´te´ de Bishop ðbÞ et soit O
une composante connexe de BaðTÞ: Si sT ðyÞ-Oa| pour tout yAH non nul, alors
spanfkðlÞ; lAOg ¼ H:
Remarque. La conclusion du Corollaire 4.3 a e´te´ obtenue dans [30] dans le cas
particulier des ope´rateurs hyponormaux purs.
Proposition 4.4. Soit TALðHÞ cyclique et soit O un ouvert connexe de BaðTÞ et yAH:
Alors l’une des assertions suivantes est satisfaite
(1) OCsT ðyÞ;
(2) /y; kðlÞS ¼ 0 pour tout lAO:
De´monstration. Supposons que O-rTðyÞa| et soit l0AO-rTðyÞ: Alors il existe
d40 tel que Dðl0; dÞDO-rTðyÞ et il existe une fonction f : Dðl0; dÞ-H analytique
ve´riﬁant
ðT  zIÞf ðzÞ ¼ y pour tout zADðl0; dÞ:
D’ou`, pour tout zADðl0; dÞ;
/y; kðzÞS ¼ /ðT  zIÞf ðzÞ; kðzÞS ¼ /f ðzÞ; ðT  zIÞkðzÞS ¼ 0:
La fonction z//y; kðzÞS e´tant analytique dans O et nulle dans l’ouvert
Dðl0; dÞDO;/y; kðzÞS ¼ 0 pour tout zAO: &
Corollaire 4.5. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique. Si O est un ouvert connexe de
BaðTÞ et si spanfkðlÞ : lAOg ¼ H; alors %ODsTðyÞ pour tout yAH non nul.
Corollaire 4.6. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique. Si BaðTÞ ¼ sðTÞ et si
spanfkðlÞ : lAOg ¼ H; pour toute composante connexe O de BaðTÞ; alors
sðTÞ ¼ sTðyÞ pour tout ya0:
Exemple 3. Soit So le shift unilate´ral a` poids de´ﬁni dans l’Exemple 2. Soit r2ðSoÞ ¼
lim infn-þNðo0?onÞ
1
n: Alors r1ðSoÞpr2ðSoÞprðSoÞ:
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Supposons que r1ðSoÞ40 (et donc r2ðSoÞ40) alors
BaðSoÞ ¼ fzAC; jzjor2ðSoÞg:
En effet, dans ce cas kðlÞ ¼PnX0 lno0o1?on1 en pour tout lABaðSoÞ:
D’autre part, les assertions suivantes sont satisfaites
(1) spanfkðlÞ; lABaðSoÞg ¼ H (voir Exemple 2 (iv)).
(2) Si r2ðSoÞ ¼ rðSoÞ alors BaðSoÞ ¼ sðSoÞ: D’ou` en appliquant le Corollaire 4.6,
on obtient
sSoðyÞ ¼ sðSoÞ 8ya0:
(3) Soit e0 le premier e´le´ment de la base de H; et soit rSoðe0Þ ¼ lim supn-þN
ðo0?onÞ
1
n: Un calcul directe montre que sSoðe0Þ ¼ fzAC; jzjprSoðe0Þg:
En particulier, si r2ðSoÞorSoðe0ÞorðSoÞ alors sSoðe0ÞasðSoÞ:
Notons que dans ce cas on a aussi BaðSoÞasðSoÞ:
Remarque. Comme conse´quence du The´ore`me 4.1 et du Corollaire 4.5, on a le
re´sultat suivant.
The´ore`me 4.7. Soit TALðHÞ un ope´rateur cyclique et soit G une composante connexe
de regðTÞ: Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes
(1) GCsTðyÞ 8ya0;
(2) sT ðyÞ-Ga| 8ya0;
(3) GDBaðTÞ et spanfkðlÞ; lAGg ¼ H:
Et, dans ce cas si OðGÞ de´signe la composante connexe de BaðTÞ contenant G alors
(a) OðGÞDsTðyÞ pour tout yAH non nul;
(b) spanfkðlÞ; lAOðGÞg ¼ H;
(c) sTðyÞ est connexe pout tout yAH;
(d) sðTÞ est connexe;
(e) spðTÞ est vide.
5. Quasi-similarite´ et tableau spectral
Dans toute cette section E de´signera un espace de Banach. Pour un ferme´ F de C
et TALðEÞ; l’ensemble ET ðFÞ ¼ fxAE : sT ðxÞDFg est appele´ sous espace spectral
analytique de T : On dit que T posse`de la condition de Dunford C (DCC) si pour tout
ferme´ F de C l’espace ET ðFÞ est ferme´.
Soient S et T deux ope´rateurs borne´s. On dit que S et T sont quasi-similaires s’il
existe deux transformations injectives et a` image dense X et Y tel que
XT ¼ SX et TY ¼ YS:
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Il est bien connu que deux ope´rateurs similaires ont la meˆme structure
spectrales, c’est a` dire, les meˆmes spectres, spectres poncuels, spectres ap-
proximatifs et le meˆme spectre essentiels. Pour les ope´rateurs quasi-similaires, il
est clair que les spectres poncuels se conserve. Agler et al. [1] ont caracterise´ en terme
de spectre les ope´rateurs qui sont quasi-similaires avec le shift unilate´ral. En
particulier ils ont donne´ un exemple d’ope´rateur T quasi-similaire avec le shift
unilateral et dont le spectre (resp. le spectre essentiel) est diffe´rent du disque Dð0; 1Þ
(resp est diffe´rent de @Dð0; 1Þ). Plusieurs auteurs se sont inte´resse´s aux classes
d’ope´rateurs pour lesquels la quasi-similarite´ conseve le spectre (resp. le spectre
essentiel). Cette classe contient les ope´rateurs sous normaux [24], les hyponormaux
[8] et les ope´rateurs ayant ðbÞ [23,31]. Un commentaire tre`s interessant sur ce sujet se
trouve dans [17, Chapitre 3].
Dans cette section on s’inte´resse a` la question suivante:
Question. Sous-quelles conditions sur T ou S deux ope´rateurs quasi-similaires,
a-t-on sapðTÞ ¼ sapðSÞ ?
Le Lemme suivant est connu (voir [17,27], par exemple). Nous donnons une
preuve directe et e´le´mentaire. Il sera utilise´ dans la suite.
Lemme 5.1. Soit T un ope´rateur borne´ dans un espace de Banach E et S un ope´rateur
borne´ dans un espace de Banach E0 satisfaisant la condition de Dunford C: Si il existe
X : E-E 0 une transformation a image dense tel que XT ¼ SX alors sðSÞDsðTÞ: En
particulier si S et T satisfont la condition de Dunford C et s’obtiennent de fa-con
mutuelle par transformation a image dense, alors sðSÞ ¼ sðTÞ:
De´monstration. Soient xAE et l0esT ðxÞ; il existe une fonction analytique exðlÞ dans
un voisinage de l0 tel que ðT  lÞexðlÞ ¼ x: En appliquant X ; on obtient XðT 
lÞexðlÞ ¼ Xx; ou encore ðS  lÞXexðlÞ ¼ Xx: En particulier sSðXxÞDsTðxÞDsðTÞ et
XðEÞDE0SðsðTÞÞ: Puisque X est a image dense et S satisfait la condition de Dunford
C; on obtient E0SðsðTÞÞ ¼ E0: Finalement sðSÞDsðTÞ: &
Corollaire 5.2. Si T et S sont deux ope´rateurs quasi-similaires qui satisfont la
condition de Dunford C; alors sðSÞ ¼ sðTÞ:
Remarque. Il est facile de voir que pour T et S quasi-similaires, les assertions
suivantes sont vraies
(1) T est cyclique si et seulement si S est cyclique; et dans ce cas si x est un vecteur
cyclique de T alors le vecteur Xx est cyclique pour S;
(2) dimNðT  lIÞ ¼ dimNðS  lIÞ et dimNðT  lIÞ ¼ dimNðS  lIÞ; pour tout
lAC:
Notons que si deux ope´rateurs S et T satisfont SX ¼ XT pour un certain
ope´rateur non nul X ; alors le The´ore`me de Rosenblum afﬁrme que sðTÞ-sðSÞa|:
Si S et T sont cycliques et si X et Y peuvent eˆtre choisis a` images denses alors on a le
re´sultat, plus pre´cis, suivant:
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The´ore`me 5.3. Soit S; TALðHÞ deux ope´rateurs cycliques. S’il existe X ; YALðHÞ a`
images denses dans H, tel que XT ¼ SX et YT ¼ SY : Alors
sapðSÞ-sapðTÞa|:
Pour la de´monstration du The´ore`me 5.3, on aura besoin du Lemme suivant:
Lemme 5.4. Soient T ; SALðHÞ et soit X ; YALðHÞ deux ope´rateurs a` images dense
dans H: Alors
(1) XT ¼ SX ) sðSÞ\sapðSÞDsðTÞ;
(2) TY ¼ YS ) sðTÞ\sapðTÞDsðSÞ:
De´monstration. (1) Soit lAsðSÞ\sapðSÞ alors RðS  lIÞaH: Donc NðS  lIÞ ¼
RðS  lIÞ>af0g: D’ou`, lAspðSÞ: D’autre part, XT ¼ SX ) TX  ¼ X S: Par
conse´quent, lAspðSÞDspðTÞDsðTÞ; ðX  injectif). D’ou` lAsðTÞ ¼ sðTÞ et
donc sðSÞ\sapðSÞDsðTÞ:
La de´monstration de (2) est identique a` celle de (1). &
De´monstration. (The´ore`me 5.3). Remarquons d’abord que, T e´tant cyclique, on a
sðTÞ\sapðTÞ ¼ rapðTÞ-sðTÞ
¼ flArSFðTÞ; indðT  lIÞ ¼ 1g
¼flArapðTÞ; codimRðT  lIÞ ¼ 1g:
Soit xAH est un vecteur cyclique de T alors pour tout lAsðTÞ\sapðTÞ;
spanfxg"RðT  lIÞ ¼ H: ð5:1Þ
En effet, puisque codimRðT  lIÞ ¼ 1; il sufﬁt de montrer que xeRðT  lIÞ:
Supposons au contraire que x ¼ ðT  lIÞyARðT  lIÞ: Alors, d’apre`s (1.2),
0a/x; kðlÞS ¼ /ðT  lIÞy; kðlÞS ¼ /y; ðT  lIÞkðlÞS ¼ 0; contradiction.
Pour lAsðTÞ\sapðTÞDBaðTÞ (voir, Proposition 2.2), posons QðlÞ ¼ I  x#kðlÞ
(ou` x#kðlÞ est l’ope´rateur de rang un de´ﬁni par: x#kðlÞy ¼ /y; kðlÞSx; yAH).
Alors QðlÞ est une projection telle que NðQðlÞÞ ¼ spanfxg et RðQðlÞÞ ¼ RðT  lIÞ:
D’autre part, T  lI :H-RðT  lIÞ; e´tant inversible, posons L0TðlÞ ¼ ðT 
lIÞ1QðlÞ: Alors L0TðlÞ est un inverse a` gauche de T  lI ; analytique dans
sðTÞ\sapðTÞ et tel que L0T ðlÞx ¼ 0:
De´ﬁnissons LTðlÞ dans rapðTÞ ¼ rðTÞ,½sðTÞ\sapðTÞ par
LT ðlÞ ¼ ðT  lIÞ
1 si lArðTÞ
L0TðlÞ si lAsðTÞ\sapðTÞ:
(
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Alors, LTðlÞ est un inverse a` gauche de T  lI ; analytique dans rapðTÞ et ve´riﬁant
LT ðlÞx ¼ 0 pour tout lAsðTÞ\sapðTÞ:
Supposons que X est a` image dense alors Xx est un vecteur cyclique de S: De
meˆme on construit, LSðlÞ un inverse a` gauche de S  lI analytique dans rapðSÞ
et ve´riﬁant LSðlÞXx ¼ 0 pour tout lAsðSÞ\sapðSÞ:
Conside´rons maintenant l’application analytique f de´ﬁnie dans rapðTÞ,rapðSÞ par
fðlÞ ¼ LSðlÞX si lArapðSÞ;
XLTðlÞ si lArapðTÞ:
(
Pour montrer que f est bien de´ﬁnie, remarquons que
rapðTÞ-rapðSÞ ¼ ½rðTÞ-rðSÞ,½fsðTÞ\sapðTÞg-fsðSÞ\sapðSÞg:
En effet, par le Lemme 5.4, fsðTÞ\sapðTÞg-rðSÞ ¼ fsðSÞ\sapðSÞg-rðTÞ ¼ |:
Maintenant si lArðTÞ-rðSÞ alors XðT  lIÞ1 ¼ ðS  lIÞ1X : Et, si
lA½sðTÞ\sapðTÞ-½sðSÞ\sapðSÞ; alors par (5.1),
H ¼ spanfxg"RðT  lIÞ: D’autre part, LSðlÞXx ¼ 0 ¼ XLTðlÞx et si y ¼
ðT  lIÞuARðT  lIÞ alors u ¼ LTðlÞy et on a:
LSðlÞXy ¼LSðlÞX ðT  lIÞu
¼LSðlÞðS  lIÞXu
¼X ðuÞ
¼XLT ðlÞy:
Par conse´quent, f est bien de´ﬁnie sur rapðTÞ-rapðSÞ:
Supposons maintenant que sapðSÞ-sapðTÞ ¼ |: Alors C ¼ rapðTÞ,rapðSÞ: Pour
jlj assez grand, on a fðlÞ ¼ ðS  lÞ1X ; donc limjlj-NfðlÞ ¼ 0: On obtient par le
The´ore`me de Liouville ðS  lÞ1X ¼ 0 pour jlj assez grand. Ce qui implique que
X ¼ 0; contradiction et le The´ore`me est de´montre´. &
Remarque. La conclusion du The´ore`me 5.3 n’est vraie si on suppose seulement
l’e´galite´ XT ¼ SX ; comme le montre l’exemple suivant.
Exemple 4. Soit H ¼ c2ðNÞ et soit ðenÞnX1 la base canonique de H: Soit S
l’ope´rateur schift de´ﬁni par Sen ¼ enþ1: Soit T ¼ 2S et Xen ¼ 12nen: Alors il est facile
de voir que X est a` image dense, XT ¼ SX et sapðTÞ-sapðSÞ ¼ |:
Notons. rerðTÞ ¼ flAC; codimRðT  lIÞoNg et serðTÞ ¼ C\rerðTÞ;
relðTÞ ¼ flAC; RðT  lIÞ ferm!e et dimNðT  lIÞoNg et
selðTÞ ¼ C\relðTÞ:
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Alors,
rSFðTÞ ¼ rerðTÞ,relðTÞ et sSFðTÞ ¼ C\rSFðTÞ; le spectre semi-Fredholm;
reðTÞ ¼ rerðTÞ-relðTÞ ¼ flAC; T  lI est Fredholmg et
seðTÞ ¼ C\reðTÞ; le spectre essentiel.
The´ore`me 5.5. Soit TALðHÞ cyclique alors
(1) rSFðTÞ ¼ rfðTÞ ¼ rerðTÞ;
(2) reðTÞ ¼ relðTÞ:
Si en plus T a la SVEP alors
(3) indðT  lIÞAf1; 0g pour tout lArSFðTÞ;
(4) seðTÞ ¼ sSFðTÞ ¼ sfðTÞ ¼ selðTÞ ¼ serðTÞ:
De´monstration. (1) Les inclusions suivantes rerðTÞDrSFðTÞDrfðTÞ sont e´videntes.
Pour conclure il sufﬁt de remarquer que T e´tant cyclique, alors pour tout
lAC; dimNðT  lIÞp1: Donc si RðT  lIÞ est ferme´ alors codimRðT  lIÞoN:
(2) se de´duit de (1), car d’apre`s (1), relðTÞDrerðTÞ et donc reðTÞ ¼
rerðTÞ-relðTÞ ¼ relðTÞ:
(3) Soit l0ArSFðTÞ: Alors, par [15, The´ore`me 4], l’ope´rateur T  l0I admet une
de´composition de Kato. En utilisant [2, The´ore`me 1], il existe d40; tel que
flAC; 0ojl l0jodgDregðTÞ: Maintenant, puisque T posshde la SVEP; il re´sulte
du Corollaire 2.6 que flAC; 0ojl l0jodgDrapðTÞ: Par conse´quent, pour tout
0ojl l0jod; NðT  lIÞ ¼ f0g et donc indðT  lIÞp0: Comme T  l0I est semi-
Fredholm, la continuite´ de l’indice implique que indðT  l0IÞp0: D’autre part
T e´tant cyclique, codimRðT  l0IÞp1 et donc indðT  l0IÞX 1: D’ou`
1pindðT  l0IÞp0 et donc (3) est de´montre´.
(4) se de´duit de (3), (1) et (2). &
Remarque. Si S et T sont cycliques et quasi-similaires alors NðT  lIÞ ¼ NðS 
lIÞ pour tout lAC: Donc BðTÞ ¼ BðSÞ:
D’autre part si kTðlÞANðT  lIÞ alors kSðlÞ ¼ Y kT ðlÞANðS  lIÞ: D’ou` on
en de´duit que BaðTÞ ¼ BaðSÞ:
Si S et T satisfont ðbÞ; alors
The´ore`me 5.6. Soient S et T deux ope´rateurs cycliques quasi-similaires qui satisfont
ðbÞ; alors
(1) sapðTÞ ¼ sapðSÞ;
(2) sfðTÞ ¼ sfðSÞ;
(3) sSFðTÞ ¼ sSFðSÞ;
(4) seðTÞ ¼ seðSÞ:
De´monstration. Par le The´ore`me 3.1 on a BaðTÞ ¼ sðTÞ\sapðTÞ et BaðSÞ ¼
sðSÞ\sapðSÞ: Comme S et T sont quasi-similaires on a BaðTÞ ¼ BaðSÞ: Ceci entraine
que sðTÞ\sapðTÞ ¼ sðSÞ\sapðSÞ:
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Puisque la condition ðbÞ implique la condition C; d’apre`s le Corollaire 5.2, on a
sðTÞ ¼ sðSÞ: Par conse´quent, sapðTÞ ¼ sapðSÞ: Donc (1) est de´montre´.
Puisque S et T ont ðbÞ; ils satisfont la ðSVEPÞ: Le The´ore`me 5.5, permet alors de
conclure. &
Remarque. (1) Le The´oreme 5.6 (1) a e´te´ obtenu par Raphael [24] dans le cas
particulier des ope´rateurs sous-normaux cycliques. D’un autre cote´ L. A. Fialkow a
montre´ que deux shifts bilate´raux injectifs quasi-similaires, ont le meˆme spectre
approximatif [12].
(2) Il est aussi a` noter que d’une fa-con ge´ne´rale, deux ope´rateurs quasi-similaires
n’ont pas forcement le meˆme spectre approximatif. En effet, pour tout D compact
connexe contenant le cercle unite´, on peut trouver un ope´rateur borne´ A quasi-
similaire au shift unilate´ral S et tel que sðAÞ ¼ D,D et seðAÞ ¼ D (voir [1]). En
particulier si D ¼ 2D; on voit que sapðAÞasapðSÞ:
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